










Edixhoven-Couveignes の理論の概説については，拙稿 [Yok16] がサーベイ
原稿として出版されている．ここではより簡潔に，全体の概略を述べることに





















をレベル N の合同部分群とよぶ．とくに Γ1(1) = SL2(Z) である．各モジュ









*1 本稿に関連する研究は JSPS 科研費 JP15K17515 の助成を受けたものです．
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と書ける．a0 = 0 となる f を尖点形式 cusp form とよび，これらのなす空間
を Sk(Γ1(N)) と書く．
Mk(Γ1(N)), Sk(Γ1(N)) には Hecke 作用素とよばれる線型変換が導入され








と定義する．このとき全ての n ≥ 1 に対して
Tnf = anf, a1 = 1
となるような f を正規化固有形式 normalized eigenform とよぶ．とくに Q
上レベル 1, 重さ 12 の正規化固有形式 f ∈ Sk(SL2(Z)) は唯一つ存在し，こ
れを ∆ と書いて discriminant form とよぶ．この n 番目の Fourier 係数は




τ(n)qn = q − 24q2 + 252q3 − 1472q4 + 4830q5 − 6048q6 + · · · .
ここで Hecke 作用素 Tn は次の関係式をみたす：
Tmn = TmTn, Tpr = Tpr−1Tp − p11Tpr−2 .
但し r,m, n は自然数で gcd(m,n) = 1, p は素数である．従って素数番目の
Hecke 作用素 Tp がどの程度の時間で計算出来るのかを調べることが本質的で
ある．
このような背景から，R. Schoof は「τ(p)（つまり Tp）が log p の多項式時
間で計算可能か？」という問題を B. Edixhoven に提案したとされる．[EC11]
は，この問題に対する肯定的解答を与えたものである．
定理 8.1.1 (Edixhoven-Couveignes et al.). τ(p) は log p の多項式時間で計算
可能である.
正確には，[EC11] で提案されているアルゴリズムは τ(p) mod ℓ（p ̸= ℓ, ℓ




*2 しかし主定理の強みは，p が 101000 程度の非常に大きなオーダーであっても τ(p) mod ℓ
が計算できるという所にある．この場合，実際の計算機資源の限界から ℓ の上限はおよそ
40程度であることが知られている（2018年 1月現在）．
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体的には mod ℓ Galois 表現を経由する．しかし mod ℓ Galois 表現そのもの
を計算するのは一般には容易ではない．
この方面でよく知られている手法の一つが Schoof のアルゴリズム [Sch85],
[Sch95] である．これは，有限体 Fq（q は素数べき）上の楕円曲線（より一般
には代数曲線，およびそのヤコビ多様体）の有理点の個数 E(Fq) を高速に数
え上げるアルゴリズムである．具体的には，楕円曲線の有理点そのものを直接





いま問題としている τ(p) の計算は，比較的高次（具体的には 11 次）の代
数多様体の有理点の個数の計算に帰着される．とくに幾何的フロベニウス元
Frobq は絶対 Galois 群 Gal(Q/Q) の元として定まる．その mod ℓ Galois 表
現による像のトレースをとったものが τ(p) mod ℓ に一致する，という筋書き
である．しかし，Schoof のアルゴリズムが適用できるとはいえ，高次の代数
多様体上の有理点の計算が容易であるとは到底思えない．





まず，先ほど述べた主張を少し詳しい形で述べる．以降は [Yok16] の 3 章
以降の多くと重複していることをお断りしておく．
定理 8.2.1 (Edixhoven-Couveignes et al., [EC11]系 15.2.2). f =∑n≥0 anqn
をレベル 1，重さ kのモジュラー形式とする．このとき重さ k と ai ∈ Z（0 ≤
i ≤ k/12）が与えられたとき，an ∈ Z を計算する確定的アルゴリズム*3が存
在する．計算時間は k を一つ固定した場合 log n と max0≤i≤k/12 log(1+ |ai|)
の多項式時間となる．また GRH（一般 Riemann 予想）を仮定すれば k につ
いても多項式時間となる．
*3 確定的アルゴリズム deterministic algorithm とは，大雑把に言えば「同じ入力に対して
（実時間で計算可能かどうかはともかく）同じ出力を与えるアルゴリズム」のことである．
これに対して「同じ入力に対して異なる出力を与える可能性のあるアルゴリズム」を確率的





に関する定理である．以下では Hecke 作用素 Tn（n ∈ N）で生成される
EndC(Sk(Γ1(N)))の Z部分代数を T(N, k)と書き Hecke環とよぶ．T(N, k)
は有限生成となる．
定理 8.2.2 ([EC11] 定理 14.1.1). 重さ k，有限体 F と，Hecke 環から F へ
の全射 f : T(1, k) → F が与えられているとする．f に付随する Galois 表現
ρ : Gal(Q/Q)→ GL2(F) を考え，これが可約または Im(ρ) ⊃ SL2(F) である
とする．このとき ρ を計算するための確定的アルゴリズムが存在する．計算
時間は k と #F に関する多項式時間となる．
具体的に「ρを計算する」とはどういうことか述べておく．簡単のため F = Fℓ
とし ρ = ρℓ : Gal(Q/Q)→ GL2(Fℓ) を∆に付随する mod ℓ Galois 表現とす
る．このとき Serre と Swinnerton-Dyer の結果から，ℓ /∈ {2, 3, 5, 7, 23, 691}
ならば自動的に Im(ρℓ) ⊃ SL2(Fℓ)，即ち Im(ρℓ) は非可解となる．このとき
は類体論による既存の計算手法が適用出来ない*4．そこで別の戦略を考える．
今 Im(ρℓ) は有限であるから，ker ρℓ に Galois 理論で対応する体 Kℓ を考
えると，Kℓ/Q は有限次拡大体，即ち代数体となる．このアルゴリズムではま
ず Kℓ を Q-代数として生成元 {ei} を求め，乗積表 eiej =
∑
k ai,j,kek を計
算する．更に ρℓ(Frobp) を GL2(Fℓ) の元として計算する．結果 p ̸= ℓ なる全
ての p に対して
Tr(ρℓ(Frobp)) = f(Tp), det(ρℓ(Frobp)) = p
11 mod ℓ
が成り立つ．このとき ρℓ(Frobp) は ℓ と log p の多項式時間で計算出来る．







Ti − τ(i), J1(ℓ)(Q)[ℓ]
)
.
ここで J1(ℓ) はモジュラー曲線 X1(ℓ) = (Γ1(ℓ)\h)∗ のヤコビアンである．以
降同じ記号を使って ρℓ : Gal(Q/Q)→ GL(Vℓ) とする．[EC11] では ρℓ, 即ち
Vℓ の計算法を 2通り提示している．具体的には 1) C 上近似の手法，2) mod
p の手法，である．これについては [Yok16] の 4節と 5節でそれぞれ詳しく述
べている．
例えば C 上近似の場合，大雑把に言えば次のような戦略をとる：
*4 逆にこれまでに知られていた τ(n) に関する合同関係式は ℓ ∈ {2, 3, 5, 7, 23, 691} を法と
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• 求める Galois 表現を，少しレベルを取り換えたモジュラー曲線の
Jacobi 多様体の ℓ-等分点に実現する．
• Abel-Jacobi の定理により，Jacobi 多様体の元を因子とみなす．
• この因子を数値的に近似し，計算による誤差がないことを保証する．
代数幾何的手法を用いること，そして数値的に近似計算を行うことから，複素
数体 C 上の理論が展開される．とくに Vℓ の計算可能性を保証するためには
Arakelov 理論が用いられる．これについては，本報告集の内田幸寛氏の解説
を参照されたい．結論として，以下のような主張が示される（ここでは簡単の
ため N = 1, F = Fℓ の場合の主張のみ述べておく）．
定理 8.2.3 ([EC11] 定理 2.5.13). k を重さとし 2 < k ≤ ℓ + 1 を仮定す
る．全射 f : Fℓ ⊗ T(1, k) → Fℓ を考え，更に f に付随する Galois 表現
ρℓ : Gal(Q/Q)→ GL2(Fℓ) は絶対既約であるとする．このとき, 全ての i ≥ 1
に対して f2(Ti) = f(Ti) をみたすような全射 f2 : Fℓ ⊗ T(ℓ, 2) → Fℓ が唯一






は 2次元 F-ベクトル空間であり Vℓ = ρℓ が成り立つ.
証明においては「レベルと重さの取り替え」が鍵となる．具体的には「レベ




以上により Vℓ，即ち ρℓ が計算出来たと仮定する．このとき Kℓ = Qker(ρℓ)
はある多項式 Pℓ ∈ Q[X]（特に ∆の場合は Pℓ ∈ Z[X]）の最小分解体として
得られる．この多項式 Pℓ の決定については J. Bosman の手法 [Bos08] を用
いる（これまで述べてきた C 上近似の手法，および Arakelov 理論と格子簡
約 LLL アルゴリズムを利用する）．しかしこの Pℓ の次数は ℓ2 − 1，つまり ℓ
の 2乗の速度で増大する．故にKℓ はすぐに巨大な体となり扱えなくなってし
まう*6．そこで ρℓ を projective な表現 ρprojℓ : Gal(Q/Q)→ PGL2(Fℓ) に取
り換えて同様の計算を行う．この場合にも Kprojℓ = Q
ker(ρprojℓ ) はある多項式
P projℓ ∈ Q[X]（特に ∆の場合は P projℓ ∈ Z[X]）の最小分解体として得られ，
更に P projℓ の次数は ℓ+ 1 まで落ちるので，計算可能なクラスの問題として扱
うことが出来る．Bosman はこれらをもとに次のような戦略を考えた：
*5 この「5倍」という数字は代数幾何学的に “よい” 性質を与えるためのものである．
*6 Kℓ が増大することは包含関係 Gal(Kℓ/Q) ⊃ SL2(Fℓ) からも分かる．
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• 小さい素数 ℓ に対し Gal(Kprojℓ /Q) ≃ PGL2(Fℓ) であることを実際に
計算して確かめる*7．
• α ∈ Q を P projℓ の根とする．このとき α を固定するような Gal(Q/Q)
の部分群と，P1(Fℓ) のある点を固定するような PGL2(Fℓ) の部分群が
ρprojℓ を介して対応していることを示す（cf. [EC11] 定理 7.1.3）．
• C上近似によって求めたこの ρprojℓ が，本当に ∆ に付随する projective
Galois 表現であることを Serre の保型性予想を用いて保証する．
ℓ ≥ 5 のとき，上の一つ目から ρprojℓ の絶対既約性が導かれる．更に ρprojℓ
が奇 odd であることも，モジュラー形式から来ていることから従う. そして
∆が属する尖点形式の空間 S12(SL2(Z)) の次元は（C-ベクトル空間として）1
であるから ∆は唯一の固有形式となる．これら全てをみたしている状況下で，
Serre の保型性予想 - 現在は Khare-Wintenberger の定理を適用する．
定理 8.2.4 (Khare-Wintenberger, [KW09]). Q上の既約かつ奇な 2次元 mod
ℓ Galois 表現 ρ はモジュラーである．つまり type (N(ρ), k(ρ), ε(ρ)) の尖点
固有形式から来る．
Bosman は重さ 12 の場合だけではなく dimC Sk(SL2(Z)) = 1 となるもの
全て，即ち k = 16, 18, 20, 22, 26 の場合についても計算を試みている*8．
以上から，後は Gal(Kℓ/Q) の元 Frobp がどの共役類に属するかを調べれ





定理 8.2.5 ([EC11] 定理 15.2.1). 重さ k，自然数 n とその素因数分解 n =∏
i p
ei
i が与えられているとする．このとき n 番目の Hecke 作用素 Tn ∈
T(1, k) を計算する*9ための確定的アルゴリズムが存在する．計算時間は k を
一つ固定した場合 log n の多項式時間となる．また代数体に関する GRH を仮
定すれば k についても多項式時間となる．
先述の通り，Tn の計算は素数番目の Hecke 作用素 Tp の計算に帰着さ
れる．これを求めるために Hecke 環 T(1, k) に Q をテンソルして Q-代数
*7 Bosman は計算代数システム Magma の主要開発者の一人である．Magma において
Galois 群を計算する場合，Stauduhar の相対分解式を用いたアルゴリズムが用いられる．
*8 但し k = 26 のときは ℓ = 29 が最小となり，Pproj29 の次数（この場合 30）の大きさ故に
計算することが出来なかった．
*9 ここで「計算する」とは Tn を Ti（1 ≤ i ≤ k/12）の多項式で書き表すことを意味する．
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TQ = T(1, k)⊗Q を考える．このとき TQ =
∏
iKi と有限個の代数体の積と
して書けるが，少なくとも [EC11] で扱われているケースでは 2つ以上の代数
体の積になることはない（その根拠として [FJ02] が引用されている）ため，
[EC11] では唯一つの代数体 K での T(1, k) の像を A と書いて T(1, k) と同
一視している（と思われる）．ここで素数 ℓを含む A の極大イデアル m をと
ると，写像 T(1, k)→ A/m から定まる mod ℓ Galois 表現での Frobenius 写
像 Frobp が計算出来る．これを ℓ と m を取り替えて繰り返し行い，Aにおけ
る Tp の像を復元することで Tp を得る，という戦略である．代数体に関する
GRH を仮定したのは，ℓ を動かす範囲とそれ毎に定まる A/m の位数の評価
に利用するためである．詳細な評価が幾つか得られており，例えば次の結果が
役に立つ．
命題 8.2.6 (Weinberger, [Wei84]). K を代数体，x ∈ R とする．pi(x,K) を
OK の極大イデアル m˜ で #(OK/m˜) ≤ x をみたすものの個数とする．この
とき GRH を仮定すると，x > 2 に対してある定数 c1 ∈ R が存在して次をみ
たす：







但し li(x) = ∫ x
2






最後に，実際に τ(p) が log p の多項式時間で計算可能であることに関して，
詳細な計算量の見積もりを与える主張を紹介する．なおこの結果は C 上近似
ではなく mod p の手法で得られたものである．
命題 8.2.7 (Zeng-Yin, [ZY15] 系 1.2 (2)). pを素数とする．このとき τ(p) は
O(log6+2ω+δ+ϵ p) で計算出来る.
定数 ω は区間 [2, 4] ⊂ R に含まれる．これはヤコビ多様体の群演算の困難
性から来る定数で，具体的には J1(ℓ) での見積もりは O(gω)（g = g(X1(ℓ))）
となる．ω の最良評価は Khuri-Makdisi [KM07] による ω = 2.376 である．
δ は 2以上の定数であり，Vℓ の計算困難性に依存する．δ の評価については，
例えば [EC11] の 11節を参照されたい．
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8.3 計算例
まず Bosman による P projℓ のデータを示す．
ℓ P projℓ
11 x12 − 4x11 + 55x9 − 165x8 + 264x7 − 341x6 + 330x5
−165x4 − 55x3 + 99x2 − 41x− 111
13 x14 + 7x13 + 26x12 + 78x11 + 169x10 + 52x9 − 702x8 − 1248x7
+494x6 + 2561x5 + 312x4 − 2223x3 + 169x2 + 506x− 215
17 x18 − 9x17 + 51x16 − 170x15 + 374x14 − 578x13 + 493x12
−901x11 + 578x10 − 51x9 + 986x8 + 1105x7 + 476x6 + 510x5
+119x4 + 68x3 + 306x2 + 273x+ 76
19 x20 − 7x19 + 76x17 − 38x16 − 380x15 + 114x14 + 1121x13
−798x12 − 1425x11 + 6517x10 + 152x9 − 19266x8 − 11096x7
+16340x6 + 37240x5 + 30020x4 − 17841x3 − 47443x2
−31323x− 8055
23 x24 − 2x23 + 115x22 + 23x21 + 1909x20 + 22218x19
+9223x18 + 121141x17 + 1837654x16 − 800032x15
+9856374x14 + 52362168x13 − 32040725x12 + 279370098x11
+1464085056x10 + 1129229689x9 + 3299556862x8
+14586202192x7 + 29414918270x6 + 45332850431x5
−6437110763x4 − 111429920358x3 − 12449542097x2
+93960798341x− 31890957224
先述の通り k = 12 の場合は ℓ ≥ 11, ℓ /∈ {23, 691} という仮定があるので
[EC11] には ℓ = 23 の結果は掲載されていないが，Bosman はこの場合を含
めて 5 個の ℓ に対して結果を得ている．またこれ以外にも k = 16, 18, 20, 22
に対しては次ページの ℓに対して結果を得ている．これは尖点形式の空間の次
元が 1 であるため，一意に固有形式が定まるからである*10．ちなみに上の表
において P23（proj でない）を実際に計算すると 528次式となり，その係数は
最大 2000桁程度まで膨れ上がる．
*10 次元が 2となる最小の k は 24である．この場合も同様に Pprojℓ を計算することは可能で
あるが，C 上近似で求まった mod ℓ Galois 表現がどの固有形式から来るのかについては
Edixhoven-Couveignes の方法では判定出来ない（そもそも彼らの手法はモジュラー形式




16 17, 19, 23
18 17, 19, 23
20 19, 23
22 23
最終的に得られた τ(p) mod ℓ の値をいくつか紹介しておく．この表は
[EC11] の裏表紙にも掲載されている．
p τ(p) mod 19
101000 + 1357 ±4
101000 + 7383 ±2
101000 + 21567 ±3
101000 + 27057 0
101000 + 46227 0
101000 + 57867 0
101000 + 64749 ±7
その後，Mascot は Edixhoven-Couveignes の手法では決定できなかった
符号の確定までを可能とした（[Mas13], [MasTb]）．この手法は “quotient
representation trick” と呼ばれている．
p τ(p) mod 19
101000 + 1357 4
101000 + 7383 2
101000 + 21567 3
101000 + 27057 0
101000 + 46227 0
101000 + 57867 0
101000 + 64749 7
8.4 応用例




予想 8.4.1 (Lehmer, [Leh47]). n ≥ 1 に対して τ(n) ̸= 0 が成り立つ．
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[Leh47] では n < 3316799 の範囲で検証されていたが，現時点（2018年 1
月現在）では Derickx-van Hoeij-Zeng [Der13] による次の結果まで更新され
ている．
命題 8.4.2 (Derickx-van Hoeij-Zeng, [Der13] 系 1.2).
n < 816212624008487344127999 ≈ 8.16× 1023
に対して Lehmer 予想は正しい．
証明のアイデアは，τ(p) = 0 を仮定したときに pがみたすべき条件を定め，
その対偶を考えるというものである．pがみたすべき条件としては次の Serre
の規準が用いられる．
補題 8.4.3 (Serre, [Ser85]). τ(p) = 0 とする．このとき次が成り立つ：
• p ≡ −1 mod 2143753691,





= −1（左辺は Legendre 記号）.
対偶命題を考えることにより，それぞれの否定命題を一つでもみたせば
τ(p) ̸= 0 が成り立つ．ここに τ(p) mod ℓ の計算結果を組み合わせることで
pを更に引き上げるというアイデアである．Derickx-van Hoeij-Zeng [Der13]
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